iangulos congruentes

TRIANGULOS COMGRUENTES

was congruentes son figuras gue tienen el mismo tamano v forma; una es el duphcacfo exacto de la ofra. Las figuras
=n hacerse coincidir de tal forma que sus partes correspondientes ajustan entre si. Dos circulos que tengan el mis-
fio son circulos congruentes.
Triangulos congruentes son tridngulos que tienen el mismo tamafio y la misma forma.

‘Si dos triangulos son congruentes, sus lados y angulos correspondientes deben ser congruentes. Asi los triangulos
saruentes ABC y A'B'C’ en la figura 3-1 tienen lados (AB = A'B', BC = B'C’ y AC = A'C’) y angulos correspondien-
ngruentes ([ A=/ A\ | B=] Byl C=[.C).

Al

53°

37°
c’ 1 B

Fig. 3-1

AABC = AA'B'C’ se lee como ''Triangulo ABC es congruente con triangulo A-prima, B-prima, C-prima.”’)
Notese cdmo pueden localizarse las partes iguales correspondientes en tridngulos congruentes. Lados correspon-
aiss aparecen opuestos a dngulos congruentes y angulos correspondientes aparecen opuestos a lados congruentes.

Principios basicos de frigdngulos congruentes

mcipio 13 Si dos fridngulos son congruentes, entonces sus partes correspondientes son congruentes. (Las partes
mespondientes de triangulos congruentes son congruentes.)

Porlo tanto, si AABC = AA'B'C’ en lafigura 3-2, entonces [ A=/ A',[ B= :’_B [ C=l Caza,b=byczc.
Hipotesis =R B Conclusion

Q m
A 0 A= 23

B, = B/

Fig. 3-2
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Métodos para demostrar la congruencia de trigngulos
Lo L,
PRINCIPIO 2:  (S.a.8. = 5.4.5) Si dos lados y el dngulo comprendido de un triangulo son congruentes con las partes co
rrespondientes de otro, entonces los tridngulos son congruentes.
Poreso, sibzb,c2c yL A=/ A enlafigura 3-3 entonces AABC = AA'B'C'.

Hipétesis Conclusion
B B
A =—*0 A c
B’ B, =
A & A’ c
b
Fig. 3-3

PRINCIFIO 3¢ (a.s.a. 2 a.8.a.) §i un lado y los dos dngulos adyacentes de un tridngulo son congruentes con las parte
correspondientes de otro, entonces los triangulos son congruenies.

Dadolocual,si/ A2] A, ]l ©€=| C' yb<=b'en lafigura 3-4, entonces AABC = AA'B'C'.

Hipotesis Conclusién
B B
Bt B o=
A Q o A'QC
b}
Fig. 3-4

LEL

PRINCIPIO 4:  (5.5.5. ® 5.5.5.) Si los tres lados de un tridngulo, son congruentes con los tres lados de otro, entonce

los triangulos son congruentes. -
Por consiguiente, siaZ a’, b 2 b’y ¢ 2 ¢ en la figura 3-5, entonces AABC = AA'B'C.

Hipétesis Conclusién
B B
& Q
A c a ¢
Big B e

Fig. 3-5
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BLEMAS RESUELTOS

SELECCION DE TRIANGULOS CONGRUENTES :
De cada uno de los grupos de tres triangulos en la figura 3-8, seleccione los triangulos congruentes e identifique
orincipio de congruencia involucrado.

4 7
I
C 10
3 1 1 8
F}'OO B 0 T
: a0 4
10
4 3 3 :
70 202 ]
111 7
11 b‘f" 8 1555
(a) (B)., L3 s ()
10
Fig. 3-6

Soluciones
(@ Al =All, por s.a.s. 2 s.a.s. En Alll, el dngulo recto no esta entre 3y 4.
(b) Al 2 Alll, por a.s.a. 2 a.s.a. En Al, el lado 10 no esta entre 70° y 30°.

(c) Al = All = Alll por s.s.8. = 8.5.5.

DETERMINACION DE LA RAZON DE CONGRUENCIA PARA TRIANGULOS
En cada parte de la figura 3-7, puede probarse la congruencia de Al con All. Elabore un diagrama donde se indi-
sen las partes comunes a los triangulos e indigue el principio de congruencia aplicado.

() Dados: [ 1=/ 4 () Dados: BE = EC (c) Dados: AABC lIsésceles
Lo 22 5 AE 2 ED e AADC lIsosceles
Demuéstrese: Demuéstrese: AC como base
Al = All Al = Al Demueéstrese: B
B c C Al = All
“ : A
4 D " L2 %) .
Fig. 3-7 &
Soluciones

(&) AC es un lado comun de ambos A [Figh'. 3-8(a)]. Al = All por a.s.a. # a.s.a.

(by 11y [ 2 son angulos opuestos por el vértice [Fig. 3-8(b)]. Al 2 All por s.a.5. = 5.a.5.

(c) BD es un lado comun de ambos A [Fig. 3-8(c)]. Al = Alll por 5.5.5. & 5.5.5.
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B
B c
T 0%
(a‘;,; (b) AD (f)AC
Fig. 3-8

3.3 IDENTIFICACION DE LAS PARTES NECESARIAS QUE DEMUESTRAN LA CONGRUENCIA DE TRIANGULOS
Indique qué otras partes se necesitan para demostrar que Al = All en la figura dada, mediante el principio de con-
gruencia indicado.

I

(@) En la figura 3-9(3) por 5.5.5. = s.5.5. (d) En la figura 3-9(c) por a.s.a.

112

s.a.s.

(b)  En la figura 3-9(a) por s.a.s. = s.a.s. () En la figura 3-9(c) por s.a.s.

(¢)  En la figura 3-8(b) por a.s.a. = a.s.a.

D
11
B . c . i
it E
1
A (b)
Fig. 3-9

Soluciones

{a) SiAD = BC, entonces Al = All por s.s.5. £ s.5.5.(d) SiL 2=/ 3 entoncesAl=Allporas.a =as.a.
(b) Si[ 1=/ 4 entonces Al = All por s.a.s. = s.asfe) SiAB=DE, entonces Al = All pors.as. £ s.a.s.

(¢) SiBC = CE, entonces Al = All por a.s.a. = as.a.

3.4 SeLEccION DE PARTES CORRESPONDIENTES EN TRIANGULOS CONGRUENTES
En cada parte de la figura 3-10, estédn marcadas las partes comunes que se necesitan para demostrar Al 2 All
Listense de las partes restantes las que son congruentes.

Soluciones
Los lados congruentes correspondientes estan opuestos a los angulos congruentes. Los dngulos congruentes co-
rrespondientes son opuestos a lados congruentes.

() Opuestos a 45°, AC = DE. Opuestos a 80°, BC = DF. Opuestos al lado 12; / C =/ D.
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(5) OpuestosaAByCD,! 3%/ 2 OpuestosaBC yAD, [ 1=/ 4. Opuestos al lado comin BD,L A=/ C.

{©) Opuestos a AE y ED, [ 2=/ 3. Opuestos a BE v EC, [ 1= [ 4. Opuestos a [ 5y [ 6 AB = CD

B
A D
(c)
AR \1.:!\\\" U\ i\'_}l
ALGEBRA APLICADA A TRIANGULOS CONGRUENTES s ks "L“,F'K o
En cada parte de la figura 3-11, encuentre x y y. I\ - & i
# i '
! \g'p ;:/\ _3\‘“
£
]_j}\_f" B

Soluciones

(@ Como Al = All, los angulos correspondientes son congruentes. De modo que, 2x = 240x = 12y 3y =
80 oy = 20.

() Como Al = All, los dngulos correspondientes son congruentes. De modo que, x + 20 = 260x = 6Y
y—5 =420y = 47.

(¢)  Como Al 2 All, los lados correspondientes son congruentes. Entonces 2x = 3y + 8y x = 2y. Sustituyendo
2y para x en la primera de estas ecuaciones, se obtiene 2(2y) = 3y + 8oy = 8. Entonces x = 2y = 16.

DEMOSTRACION DE PROBLEMAS DE CONGRUENCIA

2 E
= 4 34
Dados: BFLDE
BFLAC
; [3=r4
Demuéstrese: AF 2 FC A (1 c
?

Plan: Demuéstrese Al = All R
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DEMOSTRACION:
Proposiciones Argumenios

1. BFlAC 1. Dados

2. L5=[86 2. Eforman L= rectos; / ¢ son =

3. BF=BF 3. Propiedad reflexiva

4. BFLDE 4. Dado

5. L 1 es el complemento de / 3. 5. Los angulos adyacentes son complementarios si los lados

[ 2 es el complemento de /_4. exteriores son | a otro.

6: [ B3=[4a 8. Dados

7. A= 12 7. Complementos de /.5 = son =

8. Al=All 8. asa Zasa.

9. AF=FC 9. Partes congruentes de A congruentes son £,

3.7 DEMOSTRACION DE UN PROBLEMA DE CONGRUENCIA EXPRESADO EN PALABRAS

Demuestre que si los lados opuestos en un cuadrildtero son iguales, y se traza una diagonal; se forman angulos
iguales entre la diagonal y los lados.

Solucidén
Si los lados opuestos de un cuadrilatero son congruentes y se traza una diagonal, se forman angulos congruentes

entre la diagonal y los lados.

Dados: Cuadrilatero ABCD B C
AB = CD, BC = AD
AC es una diagonal.

Demuéstrese: /| 1=/ 4,/ 2=/ 3,

Pian: Demuéstrese Al = All

A D
DEMOSTRACION:
Proposiciones Argumentos
1. AB=CD,BC=AD 1. Dado
2. AC=AC 2. Propiedad reflexiva
3 AREE A 3. S.5s.=ss5.
4. [l=[4 [ 2=/]3 4. Partes correspondientes de A & son &

3.2 TRIANGULOS ISOSCELES Y EQUILATEROS

3.2A  Principios sobre Triangulos Isésceles y Equilateros

PriNcIPIO 1: s dos lados de un tridngulo son congruentes, los dngulos opuestos a éstos son congruentes. (Los |
angulos sobre la base de un triangulo isésceles son congruentes). '
Asi pues, en el AABC de la figura 3-12, si AB = BC, entonces /| A= ] C.
Se da una demostracion del principio 1 en el Capitulo 16.

PriNCIPIO 2: s/ dos dngulos de un tridngulo son congruenies, los lados opuesios a éstos son congruentes.
En el AABC en la figura 3-13, si /_A = [ C, entonces AB = BC.
El principio 2 es el converso del principio 1. Se da Ia demostracién del principio 2 en el capitulo 16.
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Hipotesis Conclusion Hipétesis Conclusién
B B B B
Fig. 3-12 Fig. 3-13

wciPio 3:  Un triangulo equildtero es equiangular.

Asi, en el AABC en la figura 3-14, si AB = BC = CA, entonces | A2/ B=/[ C.

El principio 3 es un corolario del principio 1. Un corolario de un teorema es otro teorema cuya demostracion es
nediata del primero.

Hipotesis Conclusitn Hipétesis Conclusion
B B i -B B
Fig. 3-14 Fig. 3-15

cipio 4:  Un tridngulo equiangular es equildtero. L T
Por lo que en el tridngulo en la figura 3-15, si LA 2/ B 2 [ C, entonces AB = BC = CA.
El principio 4 es el converso del principio 3, y un corolario del principio 2.

OBLEMAS RESUELTOS

APLICACION DE LOS PRiNCIPIOS 1Y 3
En cada inciso de la figura 3-16, identifique los angulos congruentes gue son opuestos a los lados congruentes

e un triangulo.

B
5 e 12
A 12 Y
(a)
Fig. 3-16
Soluciones

Como AC = BC, L A=/ B.
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(b) ComoAB=AC,/ 1=/ 2 ComoBD=CD,/ 3=/ 4
(©) ComoAB=AC=BC,[ A=/ 1=/ 3 ComoBC=CD, [ 2=[D.

(d) ComoAB=BC=AC, | A=/ ACB=| ABC. ComoAE=AD=DE | A=[ D=[ E

3.9  APLICACION DE LOS PRINCIPIOS 2 ¥ 4
En cada una de las partes de la figura 3-17, identifique los lados congruentes que estan opuestos a los angulos
congruentes de un triangulo. )

B
E 6o -
s //\\
A c
2 4
(@) (0) (d)
F(J’C = oL

Fig. 3-17

Soluciones

(@) Comoml a = 55° [/ a=/ D. De modo que, BC = CD.

() Como/ A=/ 1,AD=BD. Como/ 2=/ C,BD=CD.

() Como/ 1=/ 3 AB=BC. Como/ 2=[ 4=/ D, CD=AD=AC.

(d) Comol A=/ 12/ 4 AB=BD=AD.Como/[ 2=/ 3 BD = CD.

3.10  APLICACION DE LOS PRINCIPIOS SOBRE TRIANGULOS ISOSCELES
En las figuras 3-18(a) y (b), puede demostrarse que el Al es congruente con el All. Haga un diagrama mostrando
las partes congruentes de ambos triangulos y exprese el principio de congruencia aplicado.

(@) Dados: AB = BC (b) Dados: AB = AC
AD = EC = BC es trisectada en E y G.

F es el punto medio de AC DE 1L BC
Demuéstrese: Al = All FG L BC A

B Demuéstrese: Al = Al

D F
D E
B C
A 7 c E G
Fig. 3-18
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Soluciones

{a) ComoAB = BC,l A=[ C. AlZAllpors.as. =s.as. [Fig. 3-19(a)].

I

(6) ComoAB=AC, [ B=[ C. AlZAlporasa as.a [Fig. 3-19(b)]

/N
I IT
pAALL L
E @G £
()
Fig. 3-19
RESOLUCION DE PROBLEMAS SOBRE TRIANGULOS |SOSCELES
Dados: AB % BC
AC es trisectado en Dy E
Demuéstrese: [ 1=/ 2 il
Plan: Demuésirese Al = All para obtener BD = BE.
MOSTRACION:
Proposiciones Argumentos
AC es trisectado en D y E 1. Dado
AD = EC 2.  Trisectar es dividir en tres partes congruentes
AB = BC 3. Dado
A=l C 4. Enun A, [sopuestos a lados = son =.
Al = AL 5 s.as ®sas
BD = BE 8. Partes correspondientes de = A son =,
i e 7. lgual que 4.

212 ReSOLUCION DE PROBLEMAS SOBRE TRIANGULOS ISOSCELES EXPRESADOS EN PALABRAS.
Demostrar que la bisectriz del angulo del vértice de un tridngulo isosceles, es la mediana de la base.

La bisectriz del angulo del vértice de un
sngulo isdsceles, es la mediana de la base.
Dados: El AABC (AB = BC) isosceles.

BD bhisecta al [ B .
‘Demuéstrese: BD es la mediana a AC

an: Demuéstrese que Al = All para obtener
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DEMOSTRACION:

GEOMETRIA PLANA

Proposiciones Argumentos
1. AB=BC 1. Dado
2. BD bisecta al [_B 2. Dade
3 LIElP 8. Bisectar es dividir en dos partes congruentes
4, BD=BD 4, Propiedad reflexiva
5. Al= Al 5. sasZsas.
6. AD=DC 6. Las partes correspondientes de = A son =,
7. BD es |la mediana a AC 7

Una linea que va desde el vértice de un A que bisecta al lado opuesto,
es una mediana.

Problemas complementarios

1. Seleccione los triangulos congruentes en (a) figura 3-20, (b) figura 3-21 y (¢) figura 3-22, y exprese el principio

de congruencia. (3.1)

oy A <

THY WS

- -

25

Fig. 3-20

5
80> 459
5 jRel
11 5
152 80°
Fig. 3-21
35
35
25
40 o5
40

Fig. 3-22
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En cada una de las siguientes figuras, puede demostrarse que el Al es congruente con el All. Exprese el principio

de congruencia aplicado.

(a) Dados: [ 1=[2

G es el punto medio de BF.

Demuéstrese: Al = aAll |

(b) Dados: AB L BE

EF | BE

BC = DE

AB = EF
Demuéstrese: Al 2 All

(c) Dados: AB = AC s
AD es mediana sobre BC
Demuéstrese: Al = All

(d) Dados: BC L CE

AC L CD

AC = CD

BC = CE
Demuéstrese: Al = All

() Dados: { FAB= /[ FAC
AD 1 BC
Demuéstrese: Al = All

(3.2)

v 7% o 68
7 Bo __;_v_DC
II 2{7.—-!)‘: ‘;-‘—3
ml =
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(f)  Dados: AD y BE bisectores uno del otro.
Demuéstirese: Al = All

(¢) Dados: BE L AD
CF LAD B i
BE = CF
AD es trisectado.
Demuésirese: Al 2 All

(h) Dados: AD L AC A

BC LAD
BD bisecta a AC. B
Demuéstrese: Al 2 All

3. Establecer qué mas se necesita para demostrar por el principio de congruencia indicado que Al = All, en la figura

dada. {3.3)

B B C

E
I II
I A * D
A 7 c
Al'es AABD, All es AACD.,
(a) (b) Los triangulos se sobreponen entre
g si.

(c)
Fig. 3-23
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{a) Enla figura 3-23(a) por s.5.5 = 5.5.5.

(b) En la figura 3-23(a) por s.a.5. = s.a.s.
() En lafigura 3-23(b) por a.s.a. = a.s.a.
(d) En la figura 3-23(b) por s.a.8. = 5.a4.8.
(e) En la figura 3-23(c) por 5.5.8. = s.5.8.
4] En la figura 3-23(c) por s.a.s. = s5.a.s.

En cada parte de Ia figura 3-24, estan marcadas las partes que se necesitan para demostrar Al = All. |dentifique
las partes restantes que son congruentes, (3.4)

Fig. 3-24

En cada figura de la figura 3-25, encuentre x y y. (3.5)

6.  Demuestrese lo que se pide en cada caso. (3.6)

(@ Enlafigura 3-26: Dados: BD 1 AC =
D es el punte medio de AC.
Demuéstrese: AB = BC B

(b) En la figura 3-26: BD es la altura sobre AC.

ED bisectriz del {_B.
Demuéstrese: | A=/ C.

Fig. 3-26
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()] En la figura 3-27: Dades: { 1=/ 2 BF = DE
BF bisectriz del [_B.
DE bisectriz del [_D.
L Byl D son [srectos

Demuéstrese: AB = CD 7 2E o
(d) Enlafigura 3-27: Dados: BC = AD e
E punto medio de BC. 1
F punto medio de AD. A F D
AB = CD, BF = DE
Demuéstrese: | A=/ C Fig. 3-27
C
() Enlafigura 3-28: Dados: [ 12/ 2 ok G
CE bisector de BF B 2
Demueéstrese: [ C =/ E 1 D o)
e A
(fy  Enlafigura 3-28: Dados: BF y CE bisectores una de la otra E
Demuéstrese: BC = EF Fig. 3-28

(g9 Enlafigura 3-20: Dades: CD=CD',AD=AD
CD es la altura sobre AB.
C'D’' |a altura sobre A'B’.

Demuéstrese: /| A=/ A’

(h)  Enlafigura 3-29: Dadoes: CD bisectriz de [ C.
C'D’ bisectriz de [_C'. A
1 cEy
(Bl palp,
BC=BC.
Demuéstrese: CD = C'D’ Fig. 3-29

Demuéstrese lo siguiente: (3.7)

(@)  Siuna linea es bisectriz de un angulo de un tridangulo y es perpendicular al lado opuesto, entonces ésta
bisecta ese lado.

(b) Si las diagonales de un cuadrilatero se bisectan entre si, entonces sus lados opuestos son congruentes.

(¢) Silabaseyun lado de un triangulo isosceles son congruentes con la base y un lado de otro triangulo isésce-
les, entonces sus angulos en el vértice son congruentes.

(d) Las lineas trazadas desde un punto sobre |a mediairiz de una linea dada, a los puntos terminales de la linea
dada son congruentes.

(e) Si los catetos de un triangulo rectangulo son congruentes respecto a ios catetos de otro, sus hipotenusas
s0n congruentes.

En cada inciso de la figura 3-31, identifique los angulos congruentes que estan opuestos a lados congruentes de

un triangulo. 3.8)
g G € B c ( .
15 B

r E

B 15 E
E
15

H

(a) (b) {c)
Fig. 3-30
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£n cada una de las partes de la figura 3-31, identifique los lados congruentes gue estan opuestos a los angulos
congruentes de un triangulo. (3.9)

Fig. 3-31

En cada una de las secciones de la figura 3-32, debera probarse gque dos tridngulos son congruentes. Hagase
- un diagrama donde se muestren las partes congruentes de ambos tridngulos e indiquese la razon de su con-
- gruencia. (3.10)
(a) Dado: _ B M )=
AD = CE : J
[1=]2
Demuéstrese:
AABD = ACBE

D A OFE

(b) Dado: _

. | AB=BC
DG L AB
EF L BC
BD = BE
Demuéstrese:
NAGD = ACFE

(c) Dado:
L 1=L2
AD = EC
Demuéstrese:
LABE = ABCD
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g

12.

13.

En cada seccién de la figura 3-33, se puede demostrar que Al, All y Alll son congruentes. Hagase un diagrams

donde se muestren las partes congruentes e indiquese la razon de su congruencia. (3.14
(a) Dado: B
AABC, es equildtero
AF = BD = CE D
Demuéstress:
Al = all = Al E
D i I
(b) Dado: . A
AABC es equilatero B F
AF, BD y CE son extensiones
de los lados del AABC 3
1=l 2=]3 II1
Demuéstrese: A E
i s 1 L C
Al 2 All = Al V
Fig. 3-33 F
Demuéstrense cada uno de los siguientes incisos: (3.12
(8) Enlafigura 3-34: Dado: AB = AC -
F es punto medio de BC
L1=)2 A
Demuéstrese: FD & FE
(6) En la figura 3-34: Dado: AB = AC b E
AD=AE B C
FD L AB, FE 1 AC F
Demuéstrese: BF = FC Fig. 3-34
() Enla figura 3-35; Dado: AB = AC "
LA es trisectado
Demusésirese: AD = AE 2l
(d) Enlafigura 3-35: Dado: AB = AC
DB = BC D b
CE2BC . = B ot
Demuséstrese: AD = A Fig. 3-35
Demuéstrense cada uno de los siguientes casos: (3.13
(&) La mediana de la base de un tridngulo isosceles bisecta al angulo del veértice.

5

(c)

(€)

GEOMETRIA PLANA

Si la bisectriz de un angulo de un tridngulo es también la altura del lado opuesto, entonces los otros dos
lados del triangulo son congruentes.

Si una mediana en un lado de un tridngulo es también la altura sobre ese lado, entonces el triangulo es
isosceles.

En un trigangulo isosceles, las medianas de sus lados son congruentes.

En un triangule isdsceles, las bisectrices de los dngulos de la base son congrusntes.



